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Zusammenfassung:

Zu den zahlreichen Aussagen der Einstein'schen Gravitationstheorie zdhlt auch die Erscheinung
des Gravimagnetismus, die bereits 1918 von Thirring und Lense [THI 18] beschrieben wurde.
Um diese Effekt zu verstehen, benotigt man eigentlich das Handwerkszeug der Allgemeinen
Relativitdtstheorie, das nur Spezialisten wirklich verstdndlich ist. Im vorliegenden Artikel wird
eine einfache, allgemein verstdndliche Erkldrung dieses Effekts prédsentiert, die sogar von
Studenten in den ersten Semestern nachvollzogen werden kann und nur die Kenntnis klassischer
Physik voraussetzt.

Gliederung:
(1.)  Qualitative Erkldrung der Grundlagen

(2.)  Eine Analogie zwischen Gravitation und Elektrizitat
(3.)  Das Beispiel eines Kreisels im gravimagnetischen Feld der Erde
(4.)  Literaturhinweise

Teil 1.: Qualitative Erklirung der Grundlagen

Von der elektromagnetischen Wechselwirkung ist bekannt, da3 sie einen statischen und einen
dynamischen Anteil aufweist. Die elektrostatische Komponente ist anhand von Ladungen in elek-
trischen Feldern nach dem Coulomb- Gesetz bestimmbar, die elektrodynamische (=elektromag-
netische) Komponente ist anhand bewegter Ladungen nach dem Gesetz von Biot- Savart erklért.
[ALE 71/81].

Der Unterschied zwischen der elektrostatischen und der elektromagnetischen Kraft ist alleine
eine Koordinatentransformation. Bewegt sich eine Testladung synchron mit der selben
Geschwindigkeit wie die felderzeugende Ladung, so wird nur ein elektrostatisches Feld
wahrgenommen. Bewegt sich hingegen die Testladung relativ zur felderzeugenden Ladung, so
nimmt sie zusétzlich noch eine elektromagnetische Kraft wahr. Nachdem die
Koordinatentransformation sowohl in der Elektrodynamik als auch in der Gravitation eine
entscheidende zentrale Rolle spielt, liegt der Verdacht nahe, daB3 sich das Prinzip der statischen
und dynamischen Kréfte von der Elektrizititslehre auf die Gravitation {libertragen 1afit. Wie wir
auf den nichsten Seiten sehen werden, ist dies tatsdchlich der Fall. Die Analogie ist in Tabelle 1
veranschaulicht. Wie wir sehen werden, ist sie weitreichend genug, um den Thirring- Lense-
Effekt zu erkldren.



elektrische Krifte gravitatorische Krifte

statische Kriifte elektrostatische Wechselwirkung gravitostatische Wechselwirkung
(Berechnung nach Coulomb) (Berechnung nach Newton)

dynamische Krifte | elektromagnetische gravimagnetische Wechselwirkung

(magnetische) Wechselwirkung (Berechnung nach Einstein,

(Berechnung nach Biot- Savart) Thirring- Lense- Effekt)

Tabelle 1.: Veranschaulichung der Analogie statischer und dynamischer Kréfte zwischen
Elektrizitdtslehre und Gravitation

Die Berechnungen nach Coulomb, nach Biot- Savart und nach Newton sind wohlbekannt und ex-
perimentell derart gut tiberpriift, daB3 sie heute sogar zum Standard- Repertoire eines Technikers
gehoren. Ganz anders verhélt es sich beim Gravimagnetismus, der als Thirring- Lense- Effekt
eher nur Spezialisten bekannt ist und tiiblicherweise mit Hilfe von Einstein's Allgemeiner
Relativitatstheorie berechnet wird (siche z.B. Biicher wie [GOE 96] oder [SCH 02]). Das
Problem ist, daf3 dieser Effekt wegen seiner sehr dulerst geringen Kréfte nur schwer nachweisbar
ist, wie wir auch im Laufe des vorliegenden Artikels sehen werden.

Tatsdchlich ist der Nachweis bis heute noch nicht gelungen. Weltweit gibt es derzeit ein einziges
Experiment, das in absehbarer Zeit Ergebnisse erhoffen 1d6t, und zwar unter dem Namen
"Gravity- Probe- B Experiment" [GPB 04]. Um den Einflu} der gravitostatischen Schwerkraft zu
unterdriicken wird hierfiir ein Satellit benétigt, in dem sich Gyroskope befinden, deren Prizision
die MeBgenauigkeit der derzeit genauesten Satellitengyroskope in modernen Satelliten-
Navigationssystemen um 8 Zehnerpotenzen tibertrifft (siehe [DIT 99]).

Ein anderes Experiment der European Space- Agency (ESA) [HYP 00] befindet sich derzeit erst
in der Phase der Planung und 148t mittel- bis ldngerfristig Ergebnisse erhoffen, die anhand von
Atomstrahl- Interferometrie gewonnen werden sollen, einem Verfahren welches eine grofere
MeBgenauigkeit verspricht als das rein mechanische Gravity- Probe- B Experiment.

Sieht man den immensen Aufwand, den die Wissenschaft betreibt, um den Effekt des Gravimag-
netismus iiberhaupt nur nachweisen zu konnen, so wird zweierlei klar: Einerseits leuchtet ein,
warum dieser physikalischen Effekt so wenig untersucht ist, andererseits wird aber auch klar,
welch immense Bedeutung dieser Effekt fiir das fundamentale Verstindnis der Physik haben
mul, um einen derart groBen Aufwand zu rechtfertigen.

Um nun diesen gravimagnetischen Effekt, der auch unter dem Namen Thirring- Lense- Effekt
bekannt ist, fiir ein breites Publikum verstindlich zu machen, konnen wir der Analogie der
Tabelle 1 folgen und die Formeln der elektromagnetischen Krifte auf die Kréifte der
gravimagnetischen Kréfte tibertragen. Diesen Gedankengéingen wollen wir uns nun widmen.

Teil 2.: Eine Analogie zwischen Gravitation und Elektrizitit

(2.a.) Die Analogie der statischen Krifte
Diese Analogie ist bekannt und wird in Gleichung 1 wiedergegeben.




Elektrostatische Kraft £ Gravitostatische Kraft F
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mit  ¢,,q, = Ladungen und m,,m,= Massen
als VermittlungsgrofBen der jeweiligen Wechselwirkung
und 7,7 = Orte der beiden Massen bzw. Ladungen
e,. = Einheitsvektor von einem Wechselwirkungspartner zum anderen
sowie den Proportionalit'sitsfaktoren
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"Negatives" Vorzeichen steht fiir anziehende Kraft, "positives" Vorzeichen fiir abstoBende Kraft.

Anmerkung zum Feld-Begriff:
Eine punktformige Ladung ¢, erzeugt (ohne Bewegung) ein statisches elektrisches Feld

_ 1 B

Ev1 = . __q—1_2 *€, s (Glg. 2)
4ne, |1 -1

in dem eine andere punktformige Ladung ¢, die Kraft F2 erfahrt mit 132 =q, -El

Bis auf die Proportionalitdtsfaktoren und die Tatsache, dass die Vermittlungsgréfen unterschied-
liche Namen tragen (Massen bzw. Ladungen), sehen die Formeln der Elektrostatik und die der
Gravitostatik absolut identisch aus. Die Analogie sticht sofort ins Auge.

(2.b) Die Analogie der magnetischen (dynamischen) Kréfte
Bewegt man die Ladung ¢, (relativ zur Ladung g¢,), so wird zusétzlich zum statischen elek-

trischen Feld £ noch ein magnetisches Feld H erzeugt, welches entsprechend Abbildung 1 und
den Gleichungen 3a und 3b nach Biot- Savart berechnet werden kann.

—~ d ds x (3-T)
dH=—1-q-————= (Glg. 3a)
dt ™ 4p. |3-7 >3 g _

Ort T, an_g.l_em
. das Feld H be-
- stimmt werden soll
ngs—J'dH (Glg. 3b)

Bahn-
kurve

Darin ist:

q,= Ladung

dt = Zeit (infinitesimal klein)
?,EE = Bahnkurve der Bewegung (und Element)

dH = Magnetfeld (infinitesimales Feldelement) c?;";“;;‘;,g
T = Ort, an dem das Magnetfeld berechnet wird.
Abb.1:

Veranschaulichung zur Berechnung des magnetischen Feldes nach Biot-Savart



Gleichung 3a driickt das infinitesimale Feld dH eines infinitesimalen Leiterelements ds aus.
Integration iiber die Bahnkurve der bewegten Ladungstriger (dies ist der Verlauf des Leiters)
liefert dann das gesamte Feld, welches von einer bewegten Ladung erzeugt wird. Wir sehen es in

Gleichung 3b.

Nun gilt unser Interesse aber nicht einem abstrakten Feld sondern der tatsdchlichen magnetischen
Kraft zwischen bewegten Ladungen. Diese Kraft kennen wir als Lorentz- Kraft nach Gleichung

4a, wobei v die Geschwindigkeit ist, mit der sich die Ladung q relativ zum Feld A bewegt.

E =49, (VxH) (Glg. 4a)

Ahnlich dem ¢, der statischen Krifte wird auch im dynamischen Fall wieder ein Proportionali-

tatsfaktor benotigt, damit der Zusammenhang zwischen den VermittlungsgroBen (q, v, H ) und
der Wirkung (Kraft F ) passt. Im elektrodynamischen Fall heiBt er

- 47107 VS
Bo= 47107 NS (Glg. 4b)

Héufig fiihrt man noch die Abkiirzung

B=u,H (Glg. 4c)
ein (im Vakuum) und nennt B die magnetische Induktion.
Die Lorentz- Kraft finden wir damit in der gewohnten Form wieder: F =¢-(vxB)  (Glg.4d)

In volliger Analogie zu dieser elektromagnetischen Kraft 146t sich nun die gravimagnetische
Kraft berechnen. Wihlen wir hierzu die Bezeichnungen der gravimagnetischen Grof3en
entsprechend Tabelle 2.

elektrische Grofle gravitatorisches Analogon

lektrostatisches Feld = gravitostatisches Feld

)
Il
o

H = elektromagnetisches Feld = gravimagnetisches Feld

Q= QY

= gravimagnetische Induktion

€
B = elektromagnetische Induktion
I = elektrischer Strom J = Massestrom

U, = elekromagnetische Induktionskonstante S = gravimagnetische Induktionskonst

Tabelle 2: Wahl der gravimagnetischen Grofien in Analogie zu den elektrischen Grofien

Zur Bestimmung der GroBen K, C, Jund S greifen wir nun auf die Gleichungen der Elektro-

dynamik zurtick:

Das gravimagnetische Feld K , welches von einer Masse m im Punkt 7 erzeugt wird, beschreibt
Gleichung 5 in Analogie zu den Gleichungen 3a und 3b.

> [ av x ($-1)
K=J'dK=....=J.m1' -~ =13 (Glg.5)
Bahn- Bahn- 4Tt'| S- I
kurve kurve

Gleichung 6 zur Angabe der gravimagnetischen Induktion C entspricht Gleichung 4c.



C=p-K (Glg. 6)
Damit liegt die Kraft auf eine bewegte Masse m, im Feld der gravimagnetischen Induktion C
(welches von der Masse m, hervorgerufen wird) entsprechend der Lorentz- Kraft auf der Hand:

€m=q2- ('\’:‘XE) (elektromagnetische Kraft)
~ o o~ ] ) (Glg. 7 a&b)
En=m(VxC) (gravimagnetische Kraft)

Alles was noch fehlt, ist eine Angabe zum Proportionalititsfaktor £ in Gleichung 6. Auch hierzu

ist unser Analogiebild in der Lage, was in Tabelle 3 aufgezeigt ist. Alles was man dazu voraus-
setzen muB, ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Gravitationswellen. Diese hat bekanntlich
den selben Wert wie die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen, ndmlich die
Lichtgeschwindigkeit c.

Diese Ausbreitungsgeschwindigkeit steht bekanntlich im Zusammenhang mit dem Produkt aus
den Proportionalititsfaktoren der statischen und der magnetischen (=dynamischen) Felder
entsprechend Gleichung 7.c.

1
Ho - &y :C_2 (Glg. 7¢)
elektrischer Fall gravimagnetischer Fall
Proportionalitatsfaktor der 1 _ 9 Nm? _ 41 Nm?
statischen Kraftberechnung 43180_8'893 10 c? ¥=667-10 kg
Proportionalitatsfaktor der A anT Ns? -0
dynamischen Kraftberechnung Ho=47-10 02 R=7
Verkniipfung zwischen dem e =1 = Ho _4rn {'r'asg‘:":?logiebild tiber-
statischen und dem dynami- Ho'% =2 1 c2 '
H R (siehe Glg. 7c) ry
schen Proportionalitatsfaktor 4ne, %=% = I3=i—72t'7
mit ¢ = Lichtgeschw. )
- . 8 m = . -27N_5
c=2998-10"F = R=9.3255-10 kg?
Tabelle 3.:

Analogietabelle zur Berechnung der graviamagnetischen Induktionskonstanten

Ns?
kgz

Sehen wir die GroBenordnung der Proportionalititskonstanten B (9.3255-107>" 23), so ist klar,

wie winzig gravimagnetische Kréfte sein miissen. Dies 148t sich z.B. anhand eines Kreisels auch
quantitativ veranschaulichen, wie man in Teil 3 sehen kann.

Teil 3.: Das Beispiel eines Kreisels im gravimagnetischen Feld der Erde
Elektromagnetische Krifte werden typischerweise als Krifte zwischen stromdurchflossenen
Leitern gemessen. Entsprechend werden gravimagnetische Kréfte zwischen zwei rotierenden
Kreiseln zu messen sein. (Genau dies versucht das Gravity- Probe- B Experiment.)

Um den mefBbaren Effekt moglichst gro3 zu gestalten, ist es sinnvoll, die GroBe des Gravi-
magnetfeld erzeugenden Kreisels zu maximieren. Der grofite (in unserer Ndhe) vorhandene




Kreisel ist die Erdkugel mit ihrer Rotation (Masse m = 5.985-10*" kg , Umlaufdauer T=86164

sec. relativ zum Sternenhimmel). Darauf basierend sei unser Beispiel in die folgenden beiden
Teile aufgeteilt:

- Bestimmung des gravimagnetischen Feldes der Erde.

- Als Beispiel: Die Reaktion eines Kreisels auf das gravimagnetische Feld der Erde.

(3.a) Bestimmung des gravitomagnetischen Feldes der Erde.

Da hierfiir nach Gleichung 5 ein dreidimensionales vektorwertiges Integral gelost werden muB,
dessen Integrand auch nicht ganz einfach ist, ist eine numerisch iterative Integration das einzig
sinnvolle Verfahren. Dazu wird die Erde in finite Elemente untergliedert (durchnummeriert mit
der Nummer "i") und aus Gleichung 5 die nachfolgende Gleichung 8 fiir jedes einzelne Element
extrahiert:

~ v x(s-T) ,wo i = Nummer des jeweiligen finiten Elements
— . — —
dK, = dm, ~ =3 v, = Geschwindigkeite des Elements Nr. i
47[' SL— r -~

21_= Ortsvektor des Elements Nr. i

(Glg.8) r = Ort, an dem das Feld dJl-"i.L bestimmt werden soll

Demzufolge wird fiir jedes einzelne Element der Untergliederung (also das Massenelement dm;, )

das Feld dK . am Aufpunkt (also am Punkt mit dem Ortsvektor 7 ) bestimmt, und anschlieend

wird das dreidimensionale Volumenintegral iiber die Erdkugel durch Summation aller Elemente
dK, realisiert.

Dazu sind die folgenden vier Anmerkungen zu beachten:

(i) Die Dichte der Erde wurde aus dem “Preliminary Reference Earth Model* iibernommen,
welches in der Geologie und der Geophysik bekannt ist [BUL 85]. Der Wert der Dichte
als Funktion des Abstandes vom Erdmittelpunkt ist graphisch dargestellt in Abbildung 2.
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Abb.2: Dichte der Erde als Funktion des Abstandes vom Erdmittelpunkt
nach dem Preliminary Reference Earth Model.



(ii.)

(iii.)

Wie die Rechnung zeigt, ist die gravimagnetische Feldstirke vom geographischen
Langengrad des Aufpunktes unabhingig. Dies ist aufgrund der Rotationssymmetrie um
die polverbindende Achse auch gar nicht anders zu erwarten. Im iibrigen wird hier der
Breitengrad gemédl der in der Mathematik iiblichen Bezeichnung des Winkels 6 in Kugel-
koordinaten angegeben (Nordpol: 6=0°; Aquator: 6=90° ; Siidpol: 6=180°, vgl. Abb.3),
anders als nach der in der Geographie iiblichen Art und Weise. Veranschaulicht wird dies
durch Abbildung 3, angewandt wird es in Abbildung 5. Dort ist die gravimagnetische

Feldstirke als Funktion des Breitengrades wiedergegeben.
A

Abb.3: Die Festlegung der Kugelkoordinaten
entspricht der in der Mathematik iiblichen Nomenkatur

Da der Vektor der gravimagnetischen Feldstérke an die Erdkugel mit ihrer Rotation starr
gekoppelt ist, geniigt die Berechnung des K —Vektors zu einem einzigen (beliebigen)

Zeitpunkt. Das gesamte gravimagnetische Feld der Erde (K =K, ) wird dann in

ges
kartesischen Koordinaten angegeben (siehe Gleichung 9), welches starr mit der Erde
verbunden ist (siche Abbildung 4).

— — Kx
Kges. = E dK; = | K, (Glg.9)
i K

Nordpol

Aufpunkt

Aqi 1ator.

Sudpol

polverbindende
Achse

Abb.4: Darstellung des hier verwendeten Koordinatensystems, in dem
die gravimagnetische Feldstirke der Erde angegeben werden wird.



(iv.) Das gesamte gravimagnetische Erdfeld K (als Ergebnis der Integration) ist in Abb. 5 dar-
gestellt, und zwar die drei kartesischen Komponenten und der Betrag der Feldstirke als
Funktion des Breitengrades in mathematischer Angabe.

5E+12

4E+12

3 E-|-12

Feldstarke 2E™
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Breitengrad (gemessen als O in Kugelkoordinaten)

Abb.5: Gravimagnetische Feldstdirke der Erde (Vektor K ) als Funktion
des Ortes des Aufpunkts (angegeben durch seinen Breitengrad)
Dargestellt sind die kartesischen Komponenten sowie der Betrag
der Feldstarke.

Damit ist das gravimagnetische Feld der Erde bestimmt. Die gravimagnetische Induktion der
Erde ergibt sich dann durch Multiplikation mit der Feldkonstanten £ entsprechend Gleichung

10.

Ns?

kg?

Wenden wir uns damit nun der Reaktion eines Kreisels auf dieses Feld zu.

C=p-K=K-93255-107

(Glg. 10)

(3.b) Das Beispiel eines Kreisels im Gravimagnetfeld der Erde.

So wie das elektromagnetische Feld der Erde mit einem Kompass nachzuweisen ist, so sollte
auch das gravimagnetische Erdfeld mit einem Kreisel nachzuweisen sein - vorausgesetzt, die
Mel3- Empfindlichkeit des Kreisels reicht aus.

Wie die Magnetnadel im Kompass mehr oder weniger willkiirlich gewihlt werden kann, wihlen
wir fiir ein Beispiel im Sinne einer Ubungsaufgabe ein Schwungrad als Kreisel mit den Ab-
messungen: Raddurchmesser =2 m

Gesamtmasse = 1000 kg

Umlaufdauer = 1 millisec. (pro Einzelumlauf)



Fiir unsere Ubungsaufgabe hat das Schwungrad den Vorteil einer mdglichst einfach verstindlich-
en Geometrie. Dies ist der Grund fiir die Wahl des Schwungrades als Kreiselform fiir unser
Ubungsbeispiel, damit die Uberlegungen nicht unnétig verkompliziert werden. Der Ubersicht-
lichkeit halber gestalten wir auBerdem die Orientierung der an der Berechnung beteiligten
Vektoren moglichst einfach. Dies ist der Fall, wenn wir zum Bsp. den Kreisel am Ort des
Aquators platzieren und um eine zum Vektor 7 parallele Achse rotieren lassen (vgl. Skizze in
Abbild 6).
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A c
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Abb.6.: Gravitomagnetische Kréfte auf einen ringférmigen Kreisel, der in der yz-Ebene rotiert.
(Drehimpulsvektor in x-Richtung)

Das gravimagnetische Feld K und die gravimagnetische Induktion C der Erde stehen am
Aquator exakt in negativer y-Richtung in haben die Feldstirken

+12 kK
K, =-4.6-10" (Glg. 11a)
und C, =—42.9-107" == (Glg. 11b)

Die gravimagnetischen Kréfte auf die einzelnen Elemente des Kreisels stehen nach den Gleich-
ungen 7a und 7b (in Analogie zur Lorentzkraft) senkrecht zu C, also in der xz-Ebene. Sie
werden wegen des Kreuzproduktes mit v mit zunehmendem Abstand von der xz-Ebene immer
kleiner, bis sie schlieBlich am obersten und untersten Punkt des Schwungrades géinzlich
verschwinden. Der maximale Betrag der gravimagnetischen Kréfte ergibt sich fiir diejenigen
Bestandteile des Kreisels, die sich genau in der xz-Ebene befinden mit

|F| = m-\m‘?\ =m-[vl- \C\ -sin(@) =5.39-10"° N (Glg. 12)

und zwar pro Kilogramm bewegter Kreiselmasse

Die effektive Wirkung dieser Kraft auf jedes einzelne Stiick des Kreisels ergibt sich als Kipp-
moment auf die z-Achse des Kreisels, wobei die Hebelarmlinge als Abstand des jeweiligen
Kreisel- Abschnittes von der z-Achse beriicksichtigt werden muf3. Diese Beriicksichtigung des



mechanischen Hebelarms fiihrt zu einer erneuten Multiplikation der Kraft aus Gleichung 12 mit
dem sinus des Winkels a entsprechend Gleichung 13.
|| =|F]-sin(@) = m-[v]:|C|-sin* (a) (Glg. 13)

wieder pro Kilogramm bewegter Kreiselmasse.

Einsetzen der numerischen Werte unseres Beispiels fiihrt uns zu Gleichung 14:

F | =539-10""N -sin’(a) (Glg.14)

eff

Integration von ‘F eﬁ.‘ tiber den Umfang des Kreisels liefert dann bei einer Gesamtmasse des

Kreisels von 1000 kg eine Gesamtkraft von ‘F =2.70-10"°N (Glg.15)

ges

Dieses Kippmoment auf die Kreiselachse verursacht eine Prazessionsbewegung der Kreiselachse
um die Richtung von 7 mit der typischen Berechnung der Prizessionsfrequenz:
_ Kippmoment M 2.70-107 kg - m

w, = - =4.29-10"sec™ (Glg.16)
Drehimpuls L 27-10" kg -5

Dal} die Messung einer derart kleinen Prédzessions-Winkelgeschwindigkeit hochste Anforder-
ungen an das Experiment stellt, ist offensichtlich. Rechnet man die Winkelgeschwindigkeit von

4.29-107"* 2 in milli Bogensekunden pro Jahr (=marcsec/yr) um, so erhélt man einen Wert von
278 marcsec/yr.

Voraussetzung fiir die MeBbarkeit des Effekts ist natiirlich, daB der Kreisel derart gelagert wird,
daf3 die Erde keine anderen Krifte auBer den gravimagnetischen auf den Kreisel iibertragt. Um zu
vermeiden, da3 Corlioliskréifte den Betrag der gravimagnetischen Kréfte um viele Zehnerpoten-
zen Ubersteigen, mufl das Gyroskop in einem Satelliten gelagert werden. Leider nimmt die Fre-
quenz der Thirring- Lense- Rotation (@,) mit dem Abstand zum Erdmittelpunkt in der dritten
Potenz ab, sodaf3 aufgrund der Flughohe des Satelliten die Frequenz @, deutlich geringer ist als
an der Erdoberfliche. Desweiteren verliuft die Flugbahn des Satelliten nicht iiber dem Aquator
sondern iiber Nord- und Siidpol, was eine zusitzliche Verringerung der Frequenz @, nach sich
zieht. Beim tatsdchlich stattfindenden Gravity- Probe- B Experiment ergibt sich, wenn man die
dort vorhandene Kugelform des Kreisels einsetzt (was rechnerisch mehr Aufwand macht als das
einfache Schwungrad unseres Beispiels) sowie die zugehorige Rotationsfrequenz, eine zu
erwartende Priazessionsfrequenz von nur noch 42 marcsec/yr. Der Ausgang des Experiments kann
mit Spannung erwartet werden.
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